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membutuhkan kritik dan saran yang bersifat positif untuk menyempurnakan buku ini 
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Peradaban akan maju dengan mengembangkan sejumlah operasi-operasi penting 
dalam matematika yang dapat dihubungkan dalam kehidupan sehari-hari. Di dalam 
kehidupan sehari-hari banyak operasi yang saling balikan seperti jika saya memakai 
baju maka saya dapat melepasnya, operasi tersebut adalah operasi yang saling anti. 
Dalam Matematika ada pasangan operasi yang saling anti, seperti penambahan dan 
pengurangan, perkalian dan pembagian, pemangkatan dan penarikan akar. Operasi 
integral juga merupakan operasi anti dari turunan, sehingga dapat dikatakan bahwa 






Kita telah menggunakan istilah “suatu anti turunan” ketimbang “anti turunan”. Kenapa 
demikian? Anda segera akan mengetahuinya. Dalam kalkulus diferensial telah kita 
pelajari bahwa jika diketahui rumus fungsi 𝑓(𝑥) =  𝑥𝑛 + 𝐶 dimana 𝐶 adalah konstanta, 
maka turunannya adalah 𝑓′(𝑥)= 𝑛𝑥𝑛−1. Operasi untuk mendapatkan kembali fungsi 
𝑓(𝑥) jika diketahui𝑓′(𝑥) dinamakan operasi integral,  dilambangkan dengan “ ∫ ”. 
Dengan demikian ∫𝑛𝑥𝑛−1 𝑑𝑥 = 𝑥𝑛 + 𝐶. Dari pengertian integral yang merupakan anti 
turunan, maka untuk membuktikan bahwa   ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 , cukup dibuktikan 
1.1 Integral Tak Tentu (Anti Turunan)
Definisi 
Kita sebut 𝐹 suatu anti turunan dari 𝑓 pada selang I jika DF = 𝑓 pada I – yakni, 
jika 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) untuk semua 𝑥 dalam I. (Jika 𝑥 suatu titik ujung dari I, 𝐹′(𝑥) 













Untuk membuktikan teorema ini cukup dengan  membuktikan bahwa turunan dari ruas 
kanan sama dengan integran ruas kiri. Karena           
   𝐷𝑥 [
𝑥𝑛+1
n + 1
+  𝐶] =  
1
𝑛 + 1
(𝑛 + 1)𝑥𝑛 + 0 =  𝑥𝑛, maka Teorema (1.1) terbukti.  
Contoh 1 ∫ 7 𝑑𝑥 =  7∫𝑥0 𝑑𝑥  




        = 7𝑥 + 𝐶 
Contoh 2 ∫ 𝑥5𝑑𝑥  =
1
5 + 1
𝑥5+1 + 𝐶 




Contoh 3 ∫√𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑥
1
2𝑑𝑥 














Teorema (1.1) Aturan Pangkat 
Jika n adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka 
∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =  
𝑥𝑛+1
𝑛 + 1











+ 𝐶  





























+ 𝐶  
















































INTEGRAL TAK-TENTU BERSIFAT LINEAR  Ingat kembali bahwa 𝐷𝑥 adalah 
suatu operator linear. Integral tak tentu mempuyai sifat-sifat yang  dapat didasarkan 
pada sifat-sifat turunan. Berikut ini adalah teorema-teorema yang menyatakan     sifat-
sifat integral tak tentu. 
 Teorema (1.2)  
             ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝑘∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, dengan 𝑘 suatu konstanta  
 
 
Bukti:   
𝐷𝑥 [𝑘 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥] = 𝑘 𝐷𝑥 [∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥] 
                                = 𝑘 𝑓(𝑥) 
 
Contoh 9  ∫ 5𝑥4𝑑𝑥 =5∫𝑥4𝑑𝑥 
             = 5
1
4+1
𝑥4+1 + 𝐶 
           = 𝑥5 + 𝐶 
Contoh 10 ∫5 𝑑𝑥  = 5∫1𝑑𝑥 
                  = 5[𝑥 + 𝐶1] 
             =  5𝑥 + 𝐶 
Contoh 11  ∫11𝑥11 𝑑𝑥 =11
1
11 + 1
𝑥11+1 + 𝐶 
                                              =
11
12
𝑥12 + 𝐶 






𝐷𝑥  [∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥] = 𝐷x  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  + 𝐷𝑥∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥  =  𝑓(𝑥) +  𝑔(𝑥) 
 
Contoh 12  
∫[(3𝑥2 + 2) + (8𝑥3 + 4)]𝑑𝑥 = ∫(3𝑥2 + 2)𝑑𝑥 + ∫(8𝑥3 + 4)𝑑𝑥 
           = (
3
2+1
𝑥2+1 + 2𝑥 + 𝐶1) + (
8
3+1
𝑥3+1 + 4𝑥 + 𝐶2) 
                    = (𝑥3 + 2𝑥) + (2𝑥4 + 4𝑥) + 𝐶1 + 𝐶2 
                    =  2𝑥4 + 𝑥3 + 6𝑥 + 𝐶 
Contoh 13 
∫[(6𝑥2 + 3) + (12𝑥3 + 6)]𝑑𝑥 = ∫(6𝑥2 + 3)𝑑𝑥 + ∫(12𝑥3 + 6)𝑑𝑥 
       = (
6
2+1
𝑥2+1 + 3𝑥 + 𝐶1) + (
12
3+1
𝑥3+1 + 6𝑥 + 𝐶2) 
                           = (2𝑥3 + 3𝑥) + (3𝑥4 + 6𝑥) + 𝐶1 + 𝐶2          
                               = 3𝑥4 + 2𝑥3 + 9𝑥 + 𝐶 
Contoh 14 
∫[(8𝑥7 + 10) + (15𝑥4 + 50)]𝑑𝑥 = ∫(8𝑥7 + 10)𝑑𝑥 + ∫(15𝑥4 + 50)𝑑𝑥 
                                       = (
8
7+1
𝑥7+1 + 10𝑥 + 𝐶1) + (
15
4+1
𝑥4+1 + 50𝑥 + 𝐶2) 
                                                    = (𝑥8 + 10𝑥) + (3𝑥5 + 50𝑥) + 𝐶1 + 𝐶2          


















∫[(3𝑥4 + 2) − (8𝑥2 + 4)]𝑑𝑥 = ∫(3𝑥4 + 2)𝑑𝑥 − ∫(8𝑥2 + 4)𝑑𝑥 
                                                         = (
3
4 + 1
𝑥4+1 + 2𝑥 + 𝐶1) − (
8
2 + 1
𝑥2+1 + 4𝑥 + 𝐶2) 
                                                         = (
3
5
𝑥5 + 2𝑥) − (
8
3
𝑥3 + 4𝑥) + 𝐶1 − 𝐶2 






𝑥3 − 2𝑥 + 𝐶 
Contoh 16 
∫[(7𝑥2 + 3) − (10𝑥4 + 5)]𝑑𝑥  = ∫(7𝑥2 + 3)𝑑𝑥 − ∫(10𝑥4 + 5)𝑑𝑥 
                                                               = (
7
2 + 1
𝑥2+1 + 3𝑥 + 𝐶1) − (
10
4 + 1
𝑥4+1 + 5𝑥 + 𝐶2) 
                                           = (
7
3
𝑥3 + 3𝑥) − (
10
5
𝑥5 + 5𝑥) + 𝐶1 − 𝐶2 
               = −2𝑥5 +
7
3
𝑥3 − 2𝑥 + 𝐶 
Contoh 17 
∫[(11𝑥7 + 9) − (7𝑥5 − 9)]𝑑𝑥 = ∫(11𝑥7 + 9)𝑑𝑥 − ∫(7𝑥5 − 9)𝑑𝑥 
                                      = (
11
7 + 1
𝑥7+1 + 9𝑥 + 𝐶1) − (
7
5 + 1
𝑥5+1 − 9𝑥 + 𝐶2) 
                   = (
11
8
𝑥8 + 9𝑥) − (
7
6
𝑥6 − 9𝑥) + 𝐶1 − 𝐶2 






𝑥6 + 18𝑥 + 𝐶 
Teorema (1.4) 
∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 −∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 
 7 
 
1.3. ATURAN PANGKAT YANG DIPERUMUM 
 Ingat kembali pada Aturan Rantai yang diterapkan pada pangkat suatu fungsi. 
Jika 𝑢 = 𝑔(𝑥) adalah suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu bilangan 
rasional (𝑟 ≠ −1), maka  
𝐷𝑥 [
𝑢𝑟+1
r  + 1
] = 𝑢𝑟 . 𝐷𝑥𝑢 
atau, dalam cara penulisan fungsional, 
𝐷𝑥 (
[𝑔(𝑥)]𝑟+1
r  + 1
) = [𝑔(𝑥)]𝑟 . 𝑔′(𝑥) 






∫(𝑥8 + 12𝑥)28(8𝑥7 + 12) 𝑑𝑥  
Misalkan 𝑔(𝑥) =  𝑥8 + 12𝑥,maka 𝑔′(𝑥) = 8𝑥7 + 12 . Jadi, menurut Teorema (1.5). 
∫(𝑥8 + 12𝑥)28(8𝑥7 + 12) 𝑑𝑥 = ∫[𝑔(𝑥)]28𝑔′(𝑥)𝑑𝑥  








Teorema (1.5) Aturan Pangkat Yang Diperumum 
Andaikan g suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu bilangan 











Diskusikanlah dengan teman sekelompok anda soal-soal integral di bawah ini. 
 
1.∫𝑥5𝑑𝑥      =
1
5 + 1
𝑥5+1 + 𝐶 
            = ⋯……… 
 
2.∫6𝑥2𝑑𝑥   = ⋯……… 
            = 2𝑥3 + 𝐶 
 
3.∫5𝑥 𝑑𝑥     = ⋯……… 
                  =
5
2
𝑥2 + 𝐶 
 
4.∫√𝑥3 𝑑𝑥  = ∫𝑥
3
2 𝑑𝑥 
            = ⋯……… 






2 + 𝐶 













           = ⋯………. 








6.∫(2𝑥 − 4)3𝑑𝑥 =
1
2(3 + 1)
(2𝑥 − 4)3+1 + 𝐶 
        = ⋯……… 













− 2)4+1 + 𝐶 
         = ⋯………… 
         = ⋯………… 
                           = (
5𝑥
4
− 1)5 + 𝐶 
 
8.∫(5𝑥 − 8)4 𝑑𝑥 = ⋯……… 
                           = ⋯………. 
                                 =
1
25
(5𝑥 − 8)5 + 𝐶 
 
9.∫(7𝑥 − 1)3 𝑑𝑥 = ⋯……… 
                                 = ⋯………. 
     =
1
28
(7𝑥 − 1)4 + 𝐶 
 
10.∫(3𝑥 + 6) 𝑑𝑥  =
1
3(1 + 1)
(3𝑥 + 6)1+1 + 𝐶 
         = ⋯……… 
                            = ⋯………. 













𝑥)9 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                                    = ⋯……… 









   





𝑑𝑥 = ⋯………. 
                                            = ⋯……… 
                        =
1
24
(6𝑥 − 2)4 + 𝐶 
 
13.∫(2𝑥 − 1)3 𝑑𝑥   = ⋯………. 
                                       = ⋯……… 
                   =
1
8






𝑑𝑥 = ⋯………. 
             = ⋯……….   




15.∫𝑥√𝑥2 − 3 + 2𝑑𝑥 = ⋯………. 
     = ⋯……….            
               = √(𝑥2 − 3 + 2)3 + 𝐶 
 
16.∫(tan 𝑥 − sec 𝑥)2 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                      = ⋯……….  




17.∫ sin4𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = ⋯………. 
             = ⋯………. 
                                         =
1
5
sin5𝑥 + 𝐶       
 
18.∫
7 sec  3𝑥
cot 3𝑥
𝑑𝑥     = ⋯………. 
            = ⋯………. 





19.∫ sin2𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥 = ⋯………. 
             = ⋯………. 
             = 𝑥 − sin3𝑥 +
2
5
sin5𝑥 + 𝐶 
 
20.∫
sin 3𝑥 cos 3𝑥
sec 3𝑥
 𝑑𝑥 = ⋯………. 
      = ⋯………. 
      = ⋯……….   
                       = −
2
3
















𝑥 − 8)9 𝑑𝑥 
3.∫(4𝑥 − 1)4 𝑑𝑥 
















𝑥 − 3)8 𝑑𝑥 
9.∫ sec210𝑥  𝑑𝑥 
10.∫(−4) csc25𝑥 𝑑𝑥 
11.∫(sin 𝑥 + 3cos 𝑥) 𝑑𝑥 
12.∫ cos43𝑥 sin 3𝑥 𝑑𝑥 
13.∫(−20) csc2 9𝑥 𝑑𝑥 
 




14.∫5 cos  (4𝑥 + 1) 𝑑𝑥 
15.∫6 cos  (6𝑥 + 1) 𝑑𝑥 





18.∫(cos 𝑥 + 5 sin 𝑥) 𝑑𝑥 
19.∫(−cos 𝑥 − 23 sin 𝑥) 𝑑𝑥 
20.∫(sin 𝑥 + 3 cos 𝑥) 𝑑𝑥 
















Himpunan fungsi-fungsi yang ada pada bahan ajar yang Anda pengang 
sekarang terdiri atas apa yang dinamakan fungsi-fungsi elementer yaitu fungsi 
konstanta, fungsi pangkat dan fungsi trigonometri. Berikut fungsi-fungsi yang 





= cosh 𝑥 







− sin[cos (cosh 𝑥)] 
Diferensial suatu fungsi elementer dapat dilakukan langsung dengan aturan yang telah 
kita kenal, hasilnya selalu fungsi elementer. Pengintegralan adalah persoalan yang 
berbeda sekali, melibatkan sedikit teknik, banyak sekali akal dan yang lebih celaka 
lagi, hasilnya bukan selalu fungsi elementer. 
 
𝟐. 𝟏. SUBSTITUSI DALAM INTEGRAL TAK-TENTU 
  Andaikan Anda menghadapi suatu integral tak tentu. Apabila itu bentuk baku 
atau berbentuk rumus, maka dengan mudah Anda dapat menuliskan hasilnya. Apabila 
tidak berbentuk rumus, maka langkah pertama carilah sebuah metode substitusi  yang 
dapat diintegralkan. Anda harus banyak berlatih untuk mengetahui bentuk-bentuk 
metode substitusi yang tepat dengan fungsi yang dapat diintegralkan. Dengan demikian 
Anda tidak lagi ketergantungan terhadap bentuk baku atau berbentuk rumus. 
2.2.𝑲𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒂, 𝒑𝒂𝒏𝒈𝒌𝒂𝒕 
BAB 2 








+ 𝐶, 𝑟 ≠  −1
 








+ 𝐶,   𝑎 ≠ 1, 𝑎 > 0 
2.4. 𝑭𝒖𝒏𝒈𝒔𝒊 𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊 
1.∫ sin 𝑢 𝑑𝑢 = − cos 𝑢 + 𝐶 
2.∫Cos 𝑢 𝑑𝑢 = sin 𝑢 + 𝐶 
3.∫ sec2 𝑢 𝑑𝑢 = tan𝑢 + 𝐶 
4.∫ csc2 𝑢 𝑑𝑢 = − cot  𝑢 + 𝐶 
5.∫ sec 𝑢 tan𝑢 𝑑𝑢 = sec 𝑢 + 𝐶 
6.∫ cos  𝑢 cot  𝑢 𝑑𝑢 = −csc 𝑢 + 𝐶 
 7. ∫ tan𝑢 𝑑𝑢 = −ln | cos  𝑢| + 𝐶 
8.∫ cot 𝑢 𝑑𝑢 = ln | sin 𝑢| + 𝐶 
9.∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒𝑢 + 𝐶 
 
 













































 Misalkan  𝑢 = 𝑥2. 










 .  2𝑥 𝑑𝑥 






 .  2𝑥 𝑑𝑥 
                                                =
1
2
∫sec2 𝑢 𝑑𝑢 
                                               =
1
2
tan𝑢 + 𝐶        
                                               =
1
2
tan  (𝑥2) + 𝐶 
Teorema (2.1) 
Untuk menentukan ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,  dapat mensubstitusi 𝑢 = 𝑔(𝑥) dengan 𝑔 
fungsi yang dapat diintegralkan. Apabila substitusi itu mengubah 
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 menjadi ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 dan apabila H sebuah anti turunan h, maka  












Misalkan  𝑢 = 3𝑥. 




 𝑑𝑥 = ∫
1
√5 − 𝑢2
 𝑑𝑢        
                                                  = sin−1 (
u
√5
) + 𝐶 
                                             = sin−1 (
3𝑥
√5
) + 𝐶 




Misalkan  𝑢 = 4𝑥.  

















) + 𝐶 















Ingat∫𝑒𝑢  𝑑𝑢  
Misalkan   𝑢 =
1
𝑥
 .  















                                         = −6∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 
                                    = −6𝑒𝑢 + 𝐶 
                                   = −6𝑒
1
𝑥 + 𝐶  


























                                         = −9∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 
                                        = −9𝑒
1
𝑥 + 𝐶 
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 𝑑𝑢  
Misalkan  𝑢 = 3𝑒𝑥 .  



























) + 𝐶 






) + 𝐶 
 
 Contoh 7.  Tentukan∫𝑥3√𝑥4 + 12 𝑑𝑥 
Misalkan u = x4 + 12, maka  
du
dx
=  4x3  
Sehingga ∫𝑥3√𝑥4 + 12  𝑑𝑥 =
1
4
∫(𝑥4 + 12)1/2 (4𝑥3 𝑑𝑥) 





2 𝑑(𝑥4 + 12) 
                                                       =  
1
6
 (𝑥4 + 12)
3




 Contoh 8.  Tentukan  ∫ 𝑥2√𝑥3 + 11  𝑑𝑥 
Penyelesaian 
Misalkan  𝑢 = 𝑥3 + 11. 




Sehingga∫ x2√x3 + 11  dx =
1
3
∫(𝑥3 + 11)1/2(3𝑥2 𝑑𝑥) 





2 𝑑(𝑥3 + 11)   
                                                    =
2
9
(𝑥3 + 11)3/2 + 𝐶 
 




Misalkan    𝑢 = tan 𝑡. 
Maka        
𝑑𝑢
𝑑𝑣




 𝑑𝑡 = ∫𝑎tan 𝑡 sec2 𝑡 𝑑𝑡 
                                          = ∫𝑎tan 𝑡 𝑑(tan 𝑡) 







 Contoh 10.  Tentukan ∫
7
𝑥2 − 6𝑥 + 25
 𝑑𝑥 
Penyelesaian  
Suatu integral yang penyebutnya berbentuk suatu kuadrat kerap kali dapat diubah 
menjadi bentuk baku setelah melengkapkannya menjadi sebuah kuadrat. Ingat 






𝑥2 − 6𝑥 + 25
 𝑑𝑥 = ∫
7
𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 16
 𝑑𝑥 
              = 7∫
1
(𝑥 − 3)2 + 42
 𝑑(𝑥 − 3) 






) + 𝐶 
 Contoh 11.  Tentukan ∫




Apabila integran hasil bagi dua suku banyak (yaitu suatu fungsi rasional) dan derajat 
pembilang sama atau melebihi derajat penyebut, lakukanlah pembagian pembilang 
oleh penyebut terlebih dahulu 
Hasil bagi  
𝑥2− 𝑥
𝑥+1




Maka   ∫
𝑥2 − 𝑥
𝑥 + 1




            =
𝑥2
2
− 2𝑥 + 2∫
1
𝑥 + 1
 𝑑(𝑥 + 1) 
           =
𝑥2
2
− 2𝑥 + 2 In |𝑥 + 1| + 𝐶 
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 Contoh 12.  Tentukan ∫ sec 𝑥 𝑑𝑥 
Penyelesaian  
Perubahan-perubahan yang kita lakukan pada contoh 10 dan 11 tampak masuk akal, 
dan dapat dipahami, tetapi contoh 12 ini agak lain, seperti yang terlihat di bawah ini 
∫sec 𝑥 𝑑𝑥 = ∫sec 𝑥 
sec 𝑥 + tan 𝑥
sec 𝑥 + tan 𝑥
 𝑑𝑥 
                      = ∫
sec2 𝑥 + sec 𝑥 tan 𝑥
sec 𝑥 + tan 𝑥
 𝑑𝑥  
                      = ∫
1
sec 𝑥 + tan 𝑥
 𝑑(sec 𝑥 + tan 𝑥) 
                      = In | sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝐶 





Misalkan 𝑢 = √𝑥.  
Maka     𝑢2 = 𝑥 dan 







. 2 𝑢 𝑑𝑢  
                                          = ∫
cos 𝑢
√𝑥
. 2 √𝑥 𝑑𝑢 
                                         = 2∫ cos 𝑢 𝑑𝑢 
                                    = 2 sin 𝑢 + 𝐶 
                                        = 2 sin √𝑥 + 𝐶 
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Contoh 14.  Tentukan∫
t2 cos  (t3 − 2)
sin2 (t3 − 2)
 𝑑𝑡 
Misalkan    u = sin  (t3 − 2). 
Maka        
𝑑𝑢
𝑑𝑡
= 3𝑡2 cos  (𝑡3 − 2)  dan 
                    𝑑𝑡 =
𝑑𝑢
3𝑡2 cos  (𝑡3 − 2)
 
Sehingga ∫
t2 cos (t3 − 2)
sin2 (t3 − 2)
 𝑑𝑡 = ∫




3𝑡2 cos  (𝑡3 − 2)
 















                                                          = −
1
3 sin  (𝑡3 − 2)
+ 𝐶 
Contoh 15.  Tentukan∫
cos  (ln  4𝑥2)
𝑥
 𝑑𝑥 
Misalkan   𝑢 = ln  4𝑥2. 

















                                                        =
1
2
∫cos 𝑢 𝑑𝑢 
                                                        =
1
2




Tentukan integral berikut,mendikusikan dengan kelompok masing-masing. 
1.∫𝑒−𝑥  𝑑𝑥 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 




   Sehingga ∫ 𝑒−𝑥  𝑑𝑥    = ⋯………. 
                                             = ⋯………. 
                 = ⋯………. 
                       = −𝑒−𝑥 + 𝐶 
2.∫(𝑒𝑥)−2 𝑑𝑥 
              Misalkan   𝑢 = ⋯ 
     





Sehingga     ∫(𝑒𝑥)−2 𝑑𝑥  = ⋯………. 
                                                = ⋯………. 
                   = ⋯………. 
                                  =
−1
2
 (𝑒𝑥)−2 + 𝐶 
3.∫(1 − 2𝑥)3 𝑑𝑥 
            Misakan   𝑢 = ⋯ 




                                                 = ⋯………. 
                                                 = ⋯………. 
                                   =
−1
8
 (1 − 2𝑥)4 + 𝐶 
2.6. Soal Isain 
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4.∫ sin3𝑥 𝑐os𝑥 𝑑𝑥 = ⋯ 
              Misalkan  𝑢 = ⋯ 




 Sehingga ∫ sin3𝑥 𝑐os𝑥 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                       = ⋯………. 
                                      =
1
4
sin4𝑥 + 𝐶 
 
5.∫(2𝑥 − 1)(3𝑥2 − 3𝑥 + 5)8 𝑑𝑥 
 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 




Sehingga∫(2𝑥 − 1)(3𝑥2 − 3𝑥 + 5)8 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                                                                             = ⋯………. 
                                                = ⋯………. 
                                                               =
1
27
 (3𝑥2 − 3𝑥 + 5)9 + 𝐶  
 
6.∫10𝑥 (8𝑥2 − 1)4 𝑑𝑥 
 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 




Sehingga ∫10𝑥 (8𝑥2 − 1)4 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                                                            = ⋯……….                                         
                                              =
1
8




 7. ∫ 𝑥 √𝑥2 + 1 
 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 




 Sehingga∫𝑥 √𝑥2 + 1    = ⋯………. 
                                               = ⋯………. 
                   = ⋯………. 





2 + 𝐶 
 
8.∫4𝑥3(𝑥4 − 1)3  𝑑𝑥 
 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 
Maka     
𝑑𝑢
𝑑𝑥
= ⋯  
 Sehingga∫4𝑥3(𝑥4 − 1)3  𝑑𝑥 = ⋯………. 
                              = ⋯………. 
                                             =
1
4
(𝑥4 − 1)4 + 𝐶 
9.∫3𝑥√2𝑥2 + 5 𝑑𝑥 
 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 




 Sehingga ∫3𝑥√2𝑥2 + 5 𝑑𝑥  = ⋯………. 
                                                          = ⋯………. 
                                       = ⋯
1
2
(2𝑥2 + 5)√2𝑥2 + 5 + 𝐶  
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10.∫2(3𝑥 + 1)4 𝑑𝑥 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 




 Sehingga ∫2(3𝑥 + 1)4 𝑑𝑥  = ⋯………. 
                                                       = ⋯………. 
                          = ⋯……… . 
                                          =
2
15
(3𝑥 + 1)5 + 𝐶 
11.∫7(𝑥 + 1)7 𝑑𝑥 
Misalkan  𝑢 = ⋯ 
 




 Sehingga ∫7(𝑥 + 1)7 𝑑𝑥 = ⋯………. 
                                                  = ⋯………. 
                     = ⋯……… . 
                                     =
7
8














Tentukan integral berikut dengan menggunakan teknik integral Substitusi dan 
sejenisnya. 
    








          3.∫ 𝑥 (𝑥2 + 1)4  𝑑𝑥                                                                           14. ∫
cos√𝑥
√𝑥
 𝑑𝑥  




           5.∫
𝑑𝑥
𝑥2 + 1
                                                                                            16.∫
2𝑥2 + 𝑥
𝑥 + 1
 𝑑𝑥        
           6.∫
𝑒𝑥
1 + 2𝑒𝑥




          7.∫
𝑥
𝑥2 + 1
 𝑑𝑥                                                                                     18.∫
√tan 𝑥
1 − sin2 𝑥
 𝑑𝑥 
          8.∫
𝑥2
𝑥2 + 1
 𝑑𝑥                                                                                       19.∫
cos (In 4𝑥2) 𝑑𝑥
𝑥
 




     10.∫
5𝑒𝑥
√1 − 𝑒2𝑥




          11.∫
𝑥
𝑥4 + 1
 𝑑𝑥                                                                                       22.∫
𝑧 + 2
cot (𝑧2 + 4𝑧 − 3)




 𝑑𝑥                                                                                       35.∫ csc 2𝑡 𝑑𝑡 






 𝑑𝑥                                                                                              36.∫ 𝑒𝑥  sec 𝑒𝑥  𝑑𝑥 
 25.∫
sin 𝑥 − cos 𝑥
sin 𝑥
 𝑑𝑥                                                                                  37.∫ 𝑒2sec2(𝑒𝑥)  𝑑𝑥 
26.∫
sin (4𝑡 − 1)
1 − sin2 (4𝑡 − 1)
 𝑑𝑥                                                                          38.∫
sec3 𝑥 + 𝑒sin𝑥
sec 𝑥
 𝑑𝑥    
       27.∫
𝑡2cos  (𝑡3 − 2)
sin2(𝑡3 − 2)
 𝑑𝑡                                                                                  39.∫
1 + cos 2𝑥
sin2 2𝑥
 𝑑𝑥 
       28.∫
csc2 2𝑡
√1 + cot 2𝑡
 𝑑𝑡                                                                                        40. ∫
sec2 2𝑦
9 + tan2 2𝑦
 𝑑𝑦 
        29.∫
sec 𝑥 tan 𝑥
1 + sec2 𝑥













𝑥2 − 2𝑥 + 5
 𝑑𝑥                                                                                        43.∫
1
𝑥2 − 4𝑥 + 9
 𝑑𝑥 
      32.∫
𝑑𝑥
9𝑥2 + 18𝑥 + 10
                                                                                         44.∫
𝑑𝑥




9 + tan2 2𝑦        
𝑑𝑦                                                                                     45. ∫
𝑑𝑥




9𝑥2 + 18𝑥 + 10
 𝑑𝑥                                                                                    46 ∫
3 − 𝑥








       Integral trigonometri atau sering dikenal dengan fungsi trigonometri adalah 
fungsi yang memuat trigonometri. Pada bagian modul pertama sudah dibahas 
integral adalah anti turunan fungsi, dalam menentukan integral trigonometri tidak 
jauh berbeda dengan menentukan integral tak tentu lainya yang sudah dijelaskan di 
awal bahan ajar ini. Dalam integral trigonometri apabila kita menggunakan metode 
substitusi dan dibarengi dengan pemakaian kesamaan trigonometri yang tepat, 














1.∫ sinnx dx dan  ∫ cosnx dx  
2.∫ sinmx cosn x dx 
3.∫ tann x dx   dan∫cotn x dx 
4.∫ tanm x secn x dx  dan ∫ cotm x cscn x dx 
5.∫ sinmx  cos nx dx  dan∫cos mx sin nx dx 
6.∫ sinmx sin nx dx   dan∫cosmx  cos  nx dx 
 












                    a.  sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 
 
                    b.  1 + tan2 𝑥 = sec2𝑥 
 
c.  1 + cot2 𝑥 =  csc2 𝑥 
 
d.  sin2  𝑥 =  




e.  cos2 𝑥 =  




f.  sin2  𝑥 − cos2 𝑥 = cos 2𝑥 
 
g.  sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 
 
h.  sinmx . cos  nx = 
1
2
[sin  (𝑚 + 𝑛)𝑥 + sin (𝑚 − 𝑛) 𝑥] 
 
i.  sinmx . sin  nx =  −
1
2
[cos (𝑚 + 𝑛) 𝑥 − cos  (𝑚 − 𝑛)𝑥] 
 
j.  cosmx . cos  nx = 
1
2
[cos  (𝑚 + 𝑛)𝑥 + cos  (𝑚 − 𝑛)𝑥] 
 
Di dalam menyelesaikan soal integral fungsi trigonometri langkah pertama yang harus 
diingat dan dipahami adalah rumus identitas trigonometri. Dengan memahami identitas 
trigonometri maka sangat membantu dalam menyelesaikan integral fungsi 
trigonometri. 
 
3. 2. Rumus-rumus identitas fungsi trigonometri 
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𝐉𝐄𝐍𝐈𝐒 𝟏∫ sinnx 𝑑𝑥,∫ cosnx 𝑑𝑥 
Perhatikan pertama apabila n bilangan bulat ganjil dan positif. Setelah kita 
mengeluarkan faktor sin x atau cos x, gunakan persamaan  salah satu identitas 
trigonometri yaitu  sin2x + cos2x = 1 
 
 
Tentukan ∫ sin5 𝑥 dx 
Misalkan  u = cos x. 
Maka    
 du
dx
 = −sin x  
Sehingga ∫ sin5 𝑥 dx = ∫sin4 𝑥 sin 𝑥 dx 
  = ∫(1 − cos2 𝑥)2 sin 𝑥 dx 
           = ∫(1 − 2cos2 𝑥 + cos4 𝑥) sin 𝑥 𝑑𝑥 




                                             = ∫(−1 + 2𝑢2 − 𝑢4)𝑑𝑢 






𝑢5 + 𝐶 
          = − cos 𝑥 + 
2
3
 cos3 𝑥 − 
1
3
 cos5 𝑥 + 𝐶 





n genap dan positif, maka digunakan rumus setengah sudut 
sin2x =
1 − cos 2x
2
,  cos2x =




1).∫ sin2 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫
1 − cos 2𝑥
2
 𝑑𝑥 






∫(cos 2𝑥)(2) dx 
                              =
1
2
 ∫𝑑𝑥 − 
1
4
 ∫ cos 2𝑥 d(2𝑥) 






sin 2𝑥 + C 
2).∫ cos4 x  dx = ∫cos4 x  dx 
         = ∫(cos2x)2 dx 
















cos2 2x) dx 















cos 4x)]  dx 












cos 4x)] dx 









sin 2x + 
1
8
  .  
1
4
sin 4x + C 









sin 4x + C 





𝐉𝐄𝐍𝐈𝐒 𝟐 ∫ sinm𝑥 cosn𝑥 𝑑𝑥 
Apabila m atau n ganjil positif sedangkan eksponen yang lain bilangan sebarang, kita 
keluarkan sin x atau cos x dan menggunakan indentitas trigonometri yang pertama 
dalam tabel  sin2x + cos2x = 1 
 
Tentukan ∫ sin2 x  cos3 x dx. 
   ∫ sin2 x  cos3 x dx = ∫sin2 x cos2 x . cos x dx 
                                        = ∫ sin2 x (1 − sin2 x) cos x dx 
          = ∫(sin2 x − sin4 x)(cos x) dx 
      Misalkan  u = sin x 
         Maka    
du
dx
= − cos  x 




                        = −∫(u2 − u4)( du) 






u5 − C 
                                      = − 
1
 3
sin3 x + 
1
5
sin5 x − C 
 







m dan n genap dan positif, maka hal ini menggunakan rumus setengah sudut 
sin2x =
1 − cos 2x
2
,  cos2x =





Tentukan∫sin2 x  cos4 x dx. 
∫sin2 x  cos4 x dx = ∫(
1 − cos 2x
2
) (
1 + cos 2x
2
)2 dx 
    =
1
8
∫(1 − cos 2x) (1 + 2cos2 x + cos2 2x) dx 
                                   =
1
8
∫(1 + 2 cos 2x + cos2 2x − cos 2x − 2cos2 2x − cos3 2x) dx 
           =
1
8
∫(1 + cos 2x − cos2 2x − cos3 2x) dx 
                   =
1
8
[∫(1 + cos 2x) dx −∫(cos2 2x ) dx − ∫(cos3 2x )dx] 

























sin 4x + 
sin3 2x
3




  Contoh 4 ∫ sinm𝑥 cosn𝑥 𝑑𝑥 , (𝑚 dan 𝑛 Genap)  
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𝐉𝐄𝐍𝐈𝐒 𝟑∫ tann𝑥 𝑑𝑥,∫ cot𝑛𝑥 𝑑𝑥  
Dalam kasus tangen, keluarkan faktor tan2𝑥 dan  kemudian gunakan kesamaan 
 tan2𝑥 = sec2𝑥 − 1. Dalam  kasus kotangen, keluarkan faktor cot2𝑥 dan kemudian 
gunakan kesamaan cot2𝑥 = csc2𝑥 − 1  
Contoh 5.  Tentukan∫ tan5x dx. 
 ∫ tan5x dx = ∫ tan3x tan2x dx  
                       = ∫(tan3x sec2x )dx − ∫ tan3x dx 






tan2x + ln |cos x| +C 
Contoh 6 Tentukan∫ cot4x dx. 
∫cot4x dx = ∫(csc2x − 1) cot2 x dx  
                     = ∫(cot2 x csc2 x)dx − ∫(cot2 x )dx 
                     = −
cot3 x
3







2 x sec4 x dx. 
   ∫ tan−
3
2 x sec4 x dx =∫(tan−
3
2 x) (1 + tan2 x)sec2 x dx 
             = ∫ (tan−
3
2 x) sec2 x dx + ∫(tan
1
2 x) sec2 x dx 
                                       = −2 tan−
1





2 x + C 






1). Tentukan∫ tan3 x sec−
1
2 x dx. 
 
 ∫ tan3 x sec−
1
2 x dx =∫(tan2 x)(sec−
3
2 x)(sec x tan x) dx  
                                       = ∫(sec2 x − 1)sec−
3
2 x d(sec x) 
                                      = ∫ sec
1
2 x d(sec x) − ∫ sec−
3
2 d(sec x) 





2 x + 2 sec−
1
2 x + C 
 
2). Tentukan∫ tan3 x sec−
1




2 x dx =  ∫(tan2 x)(sec−
4
3 x)(sec x tan x) dx  
 
                                      = ∫(sec2 x − 1)sec−
4
3 x d(sec x) 
                                      = ∫ sec
1
2 x d(sec x) − ∫ sec−
4
3 d(sec x) 





2 x + 2 sec−
3
2 x + C 
 
 




𝐉𝐄𝐍𝐈𝐒 𝟓∫ sin m𝑥  𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥 
Integral jenis ini digunakan dalam teori arus listrik bolak-balik, teori perpindahan 
panas, dan dalam teori-teori yang menggunakan daret Fourier. Untuk menyelesaikan 
integral tersebut kita gunakan kesamaan. 
sinmx cos nx =  
1
2
[sin(m + n) x + sin (m - n)] 
Contoh 9.  Tentukan∫sin 4x cos  2x  dx. 
∫sin 4x cos  2x  dx =
1
2
∫[sin(4x + 2x) + sin (4x − 2x)] dx 
     =
1
2
∫sin(4x + 2x)dx + 
1
2
∫sin(4x − 2x)dx 
     =
1
2
∫sin(6x) dx + 
1
2
∫ sin(2x) dx 






cos(2x) + C 
 
Untuk sinmx sin nx =  −
1
2
[cos(m + n) x − cos (m − n) ] 
Contoh 10.  Tentukan∫ sin 6x sin 2x  dx. 
∫sin 6x sin 2x  dx = −
1
2
∫[cos(6x + 2x) + cos (6x − 2x)] dx 
    = −
1
2
∫cos(4x + 2x)dx + 
1
2
∫cos(6x − 2x)dx 
    = −
1
2















Hitung integral trigonometri di bawah ini. 
1.∫ sin4 x dx 
           = ⋯………. 
           = ⋯………. 







                     = ⋯………. 
                                          = ⋯………. 















cos 4x)]  dx 
                      = ⋯………. 









sin 4x + C 
 
2.∫ cos4 x  dx 
           = ∫(cos2x)2 dx 
           = ⋯……           









cos2 2x) dx 
                       = ⋯………         












cos 4x)] dx 
                        = ⋯………. 









sin 4x + C 




3.∫ sin3 x dx 
= ∫(1 − cos2 x) sin x dx 
Misalkan  u = cos x 




                                    = ⋯………. 
                                                      = ⋯………. 
 Sehingga ∫ sin3 x dx = −∫(1 − u2) du 
                                             = ⋯………. 
                         = ⋯………. 
                       = −cos x +
1
3
cos3 x + C 
 
4.∫ cos3 x dx 
    = ⋯………. 
                     = ⋯………. 
Misalkan  u = sin x 
Maka     
du
dx
= cos x 
Sehingga∫ cos3 x dx  = ⋯………. 
                                          = ⋯………. 
                             = ⋯………. 
                                          = ⋯………. 
                                      = u −
1
3
u3 + C 




5.∫ sin3x cos3x dx 
= ∫sin3x cos2x cos x dx 
      = ⋯………. 
Misalkan  u = sin x 
Maka     
du
dx
= cos x 
Sehingga∫ sin3x cos3x dx    = ⋯………. 
                                                       = ⋯………. 
                                          = ⋯………. 






u6 + C 
                                    = ⋯………. 
 
6.∫ sin3xcos4x dx 
  = ⋯………                                                         
  = ⋯………. 
Misalkan  u = cos x 
Maka      
du
dx
= − sin x 
      = ⋯………. 
                                                          = ⋯………. 
Sehingga∫ sin3xcos4x dx  = −∫u4 (1 − u2)… 
                                  = ⋯………. 
                         = ⋯………. 
                                       = ⋯………. 






u3 + C 
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7.∫ sin 4x cos 2x  dx 
Sehingga∫ sin 4x cos 2x  dx =
1
2
∫sin(4x + 2x) dx + ∫cos(4x − 2x) dx 
                                =  
…
…
 [ ∫…(… ) + …(… )]… 
                               =
1
2
[∫ sin(6x) dx + ∫ cos(2x)] dx 










                              = −
1
12
cos 6x + 
1
4
sin 2x + C 
8.∫ sin2x dx 
Sehingga∫ sin2x dx  =  ∫
1 − cos 2x
2
 dx 













∫……x… (… ) 
                           = ⋯……… .…………. 
                          =
1
2
 x − 
1
4


















……x) + ⋯ 
 = ⋯……… .…………. 
 = ⋯……… .…………. 











∫cos(5x + 4x)dx + ∫cos(5x − 4x) dx 
  = ⋯……… .…………. 
  = ⋯……… .…………. 
  = ⋯……… .…………. 











Tentukan integral trigonometri dibawah ini. 
1.∫ sin3 x dx  
2.∫ cos3x dx 
3.∫ cos2 x dx  
4.∫ sin 45x dx 
5.∫(sin3t)√cos t dt 
6.∫ sin73x cos23x dx 
7.∫ tan62x dx 
8.∫ cos5x sin x dx 
9.∫ tan7x sec2x dx 
10.∫ sec6x dx 
11.∫ sin4x cos x dx 
12.∫ cos7x dx 
13.∫ sin7x dx 
18.∫ sin 4x cos 2x  dx 





20.∫ sin 3x cos x dx 
21.∫ sin 10x sin 5x dx 
22.∫ cos 7x cos 2x dx 
23.∫ sin 12x sin 9x dx 




















Bentuk akar dalam integran sering kali menimbulkan kesulitan untuk memecahkan 




Apabila di dalam integran ada bentuk √𝑎𝑥 + 𝑏
𝑛





Contoh 1.  Tentukan∫𝑥 √𝑥 − 4
3
 𝑑𝑥 




Maka       𝑢3   = 𝑥 − 4  
          3 𝑢2 𝑑𝑢 =  𝑑𝑥  
 Sehingga∫𝑥 √𝑥 − 4
3
 𝑑𝑥 =  ∫(𝑢3 + 4) 𝑢 . 3𝑢2  𝑑𝑢 











3 + 𝐶 





7 +  3(𝑥 − 4)
4
3 + 𝐶 
 





 SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN 
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    Misalkan  𝑢 = √𝑥. 
      Maka      𝑢2 = 𝑥 dan  












                                    = 2∫
1
𝑢 − 1
𝑑(𝑢 − 1) 
                                    = 2 ln (√𝑥 − 1 ) + 𝐶 
Contoh 3.  Tentukan∫x √x − 4dx 
 Misalkan  𝑢  = √𝑥 − 4. 
  Maka        𝑢2 = 𝑥 − 4 
                   𝑑𝑥 =  2𝑢 𝑑𝑢 
Sehingga ∫𝑥√𝑥 − 4  𝑑𝑥 = ∫(𝑢2 + 4) ( 𝑢 ) 2𝑢 𝑑𝑢  
                                               = ∫(𝑢2 + 4) 2𝑢2 𝑑𝑢 
                                               = ∫2𝑢4 𝑑𝑢 + ∫8𝑢2𝑑𝑢 






𝑢3 + 𝐶 










2 + 𝐶 
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Contoh 4.  Tentukan∫
𝑥2 +  2𝑥
√𝑥 +  1
 𝑑𝑥 
 
Misalkan  𝑢  =  √𝑥 + 1.   
                   𝑢2 = 𝑥 + 1  
                    𝑥  =  𝑢2 − 1 
Maka        𝑑𝑥 = 2𝑢 𝑑𝑢        
Sehingga∫
𝑥2 +  2𝑥
√𝑥 +  1
 𝑑𝑥 = ∫
(𝑢2 − 1)2 +  2 ( 𝑢2 − 1 )
𝑢
 2𝑢 𝑑𝑢 
              = ∫[(𝑢4 − 2𝑢2 + 1 ) + ( 2𝑢2 − 2 )]  2 𝑑𝑢 
                                              = ∫[𝑢4 − 1] 2 𝑑𝑢  
                                             = ∫  ( 2𝑢4 − 2 )𝑑𝑢 
                                              = ∫  2𝑢4 𝑑𝑢 − ∫2 𝑑𝑢 
                                             =
2
5
𝑢5 − 2 𝑢 + 𝐶 





2 − 2√𝑥 +  1 + 𝐶 
                                            =
2
5





Contoh 5.  Tentukan∫𝑥√ 𝑥 − 4
3
 𝑑𝑥  
Misalkan 𝑢  =  √ 𝑥 − 4
3
. 
                  𝑢3 = 𝑥 − 4 
Maka      𝑑𝑥 = 3𝑢2 𝑑𝑢 
Sehingga∫𝑥√ 𝑥 − 4
3
 𝑑𝑥 = ∫(𝑢3 + 4 ) 𝑢 .  3𝑢2 𝑑𝑢 
                                               = 3∫(𝑢6 + 4𝑢3) 𝑑𝑢 
                                               = 3 [
𝑢7
7
+ 𝑢4] + 𝐶 





+ 3(𝑥 − 4)
4
3 + 𝐶 
 
Contoh 6.  Tentukan∫𝑥√ 𝑥 − 3
4
 𝑑𝑥  
Misalkan 𝑢  =  √ 𝑥 − 3
4
. 
                  𝑢4 = 𝑥 − 3 
 Maka      𝑑𝑥 = 4𝑢3 𝑑𝑢 
Sehingga∫𝑥√ 𝑥 −
4  𝑑𝑥 = ∫(𝑢4 + 3 ) 𝑢 .  4𝑢3 𝑑𝑢 
                                            = ∫(4𝑢8 + 12𝑢4) 𝑑𝑢 






𝑢5] + 𝐶 















Untuk merasionalkan bentuk akar-akar tersebut kita gunakan masing-masing subsitusi 
berikut :   
1. 𝑥 = 𝑎 sin  𝑡, untuk √𝑎2 − 𝑥2 
2. 𝑥 = 𝑎 tan 𝑡, untuk √𝑎2 + 𝑥2 
3. 𝑥 = 𝑎 sec  𝑡, untuk √𝑥2 − 𝑎2 














1. 𝑎2 − 𝑥2  =  𝑎2 − 𝑎2 sin2 𝑡 
 
                                =  𝑎2( 1 − sin2 𝑡) 
 
                                =  𝑎2 cos2 𝑡 
 
 
2. 𝑎2 + 𝑥2 = 𝑎2 + 𝑎2 tan2 𝑡 
 
                              =  𝑎2 ( 1 + tan2 𝑡) 
 
                              =  𝑎2 sec2 𝑡 
 
 
3. 𝑥2 − 𝑎2 = 𝑎2 sec2 𝑡 −  𝑎2 
 
                              = 𝑎2 ( sec2 𝑡 − 1) 
 
                              =  𝑎2 tan2 𝑡 




Daerah asal kita batasi sedemikian rupa sehingga subsitusi (1), (2), dan (3) memiliki 
invers seperti:  
a) √𝑎2 − 𝑥2  = 𝑎 cos 𝑡  untuk ( -π/2 ≤ t ≤ π/2 ) 
b) √𝑎2 + 𝑥2  = 𝑎 sec 𝑡  untuk ( -π/2 < t < π/2 ) 
c) √𝑥2  −  𝑎2 = ± 𝑎 tan 𝑡  untuk ( 0 ≤ t ≤ π, t ≠ π/2 ) 
 
Tujuan dari penggunaan substitusi trigonometri adalah untuk menghilangkan akar 
tersebut dalam integran. Kita dapat melakukan hal ini dengan menggunakan identitas 
trigonometri. 
 Contoh 1.  Tentukan  ∫√𝑎2 − 𝑥2  𝑑𝑥 
 
Kita gunakan substitusi  𝑥 = 𝑎 sin 𝑡,    −
𝜋
2




Maka 𝑑𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡  dan  
 √𝑎2 − 𝑥2 = 𝑎 cos 𝑡    
           Ini dapat pula di gambarkan 
                               𝑎        
        
 
 
Sehingga∫√𝑎2 − 𝑥2  𝑑𝑥 = ∫𝑎 cos 𝑡 .  𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡  
                                                  = ∫ cos2  𝑡 𝑑𝑡  
𝑥 
    √𝑎2 − 𝑥2 
  𝑡 
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                                                  =
𝑎2
2
∫(1 + cos 2𝑡)  𝑑𝑡 






sin 2𝑡) + 𝐶 
                                                   =
𝑎2
2
(𝑡 + sin 𝑡 cos 𝑡) + 𝐶  
 
Oleh karena 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 ekuivalen dengan 
𝑥
𝑎
= sin 𝑡  dan 𝑡 kita batasi sehingga sinus 
memiliki invers,  




 Juga dengan sebuah kesamaan oleh : 








              = 
1
𝑎
√𝑎2 − 𝑥2 
           Ini dapat pula dilihat dengan: 
                               𝑎        
        






















                          2 
     
         
   
 Misalkan     𝑥 = 2 sin 𝑡, − 
𝜋
2




Maka        𝑑𝑥 = 2 cos 𝑡 𝑑𝑡   




 𝑑𝑥 = ∫
2 cos 𝑡 
4 sin2𝑡
 (2 cos 𝑡) 𝑑𝑡 
                                                = ∫ cot2 𝑡 𝑑𝑡  
                                                = ∫(csc2 𝑡 −  1) 𝑑𝑡 
                                                = − cot  𝑡 + 𝐶  
  Oleh karena sin 𝑡 =
𝑥
2
 maka 𝑡 =  sin−1 (
𝜋
2













) + 𝐶  
 
 









 Misalkan 𝑥 = 3 tan  𝑡, −
𝜋
2












                                         = ∫ sec 𝑡 𝑑𝑡 
                          = ln |sec 𝑡 + tan 𝑡| + 𝐶 
 
 Langkah terakhir 
 
 
Oleh karena tan 𝑡 =
x
3
 maka dapat ditarik kesimpulan bahwa  








√9 + 𝑥2 + 𝑥
3
| + 𝐶 
                                    = ln|√9 + 𝑥2 + 𝑥| − ln 3 + 𝐶 
               = ln|√9 + 𝑥2 + 𝑥| + 𝐶 
 
 













Misalkan 𝑥 = 2 sec  𝑡, dengan 0 ≤  𝑡 <  
𝜋
2
. Selang 𝑡 ini kita peroleh berhubung 
selang 𝑥 adalah 2 ≤  𝑥 ≥  4. Hal ini penting sebab kita dapat menghilangkan tanda 
nilai mutlak yang muncul apabila kita menyederhanakan √𝑥2 − 𝑎2 . Dalam kasus kita 
dapatkan 
                                                 √𝑥2 − 4   =  √4  sec2 𝑡 − 4 
   =  √4 tan2 𝑡 
  = 2 | tan 𝑡 | 
=  2 tan  𝑡 
 
Sekarang kita gunakan teorema mengenai substitusi dalam integral tentu yang 





 𝑑𝑥 =  ∫
2 tan 𝑡
2 sec 𝑡
 2 sec  𝑡 tan  𝑡 𝑑𝑡 
                                              = 2∫ tan2 𝑡 𝑑𝑡 
                                              = 2∫( sec2 𝑡 − 1 ) 𝑑𝑡 










     Misalkan 𝑥 = 2 sin 𝑡. 
     Maka      𝑑𝑥 = 2 cos 𝑡 𝑑𝑡  







 (2 cos 𝑡) 𝑑𝑡 
                                             = ∫ ctg2 𝑡 𝑑𝑡 
                  = −ctg 𝑡 − 𝑡 + 𝐶 
     






) + 𝐶 
 




Misalkan   𝑡 = 2 sin 𝑥. 
Maka       𝑑𝑡 = 2 cos 𝑥 𝑑𝑥  








 (2 cos 𝑥) 𝑑𝑥 
                                               = ∫ ctg2 𝑥 𝑑𝑥 






Apabila sebuah bentuk kuadrat 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 muncul di bawah akar dalam integran, 
kita dapat melengkapkannya menjadi kuadrat sebelum kita menggunakan subsitusi 
trigonometri.  
Contoh 1.  Tentukan ∫
𝑑𝑥
√𝑥2  +  2𝑥 +  26
  
Penyelesaian 
𝑥2 + 2𝑥 + 26 =  𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 25 = (𝑥 + 1)2  +  25 
      Andaikan     𝑢 =  𝑥 + 1 dan 𝑑𝑢 =  𝑑𝑥.  
               Maka∫
𝑑𝑥






Andaikan kemudian 𝑢 = 5 tan 𝑡, −
𝜋
2
 <  𝑡 <
𝜋
2
. Maka 𝑑𝑢 = 5 𝑠𝑒𝑐2 𝑡 𝑑𝑡  










                                         = sec  𝑡 𝑑𝑡       
                                         = ln | sec  𝑡 + tan 𝑡|  + 𝐶𝑢2 + 25     
                = ln | 
√𝑢2+25
5
 +  
𝑢
5
 | + 𝐶   
                             = ln | √𝑢2 + 25 + 𝑢 | − ln 5 + 𝐶 
                                         = ln | √𝑥2  +  2𝑥 +  26 + 𝑥 + 1| + 𝐶 
4.3. Integral dengan Melengkapkan Menjadi Kuadrat  
 
5 
𝑢 = 5 tan 𝑡 
𝑢 
   √𝑢2 + 25 
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Contoh 2.  Tentukan∫
2𝑥
√𝑥2  +  2𝑥 +  26
  
  Untuk menyelesaikan integral yang kedua ini, kita tulis 
                ∫
2𝑥
√𝑥2 + 2𝑥 + 26
 𝑑𝑥 =  ∫
2𝑥 + 2
√𝑥2 + 2𝑥 + 26
 𝑑𝑥 − 2∫
1
√𝑥2 + 2𝑥 + 26
 𝑑𝑥 
      Integral yang pertama pada ruas kanan dapat diselesaikan dengan             substitusi 
𝑢 =  𝑥2 + 2𝑥 + 26. Integral yang kedua telah kita hitung diatas, kita peroleh 
               ∫
2𝑥
√𝑥2 + 2𝑥 + 26
𝑑𝑥 = 2√𝑥2 + 2𝑥 + 262 ln |√𝑥2 + 2𝑥 + 26 + 𝑥 + 1| + 𝐶 
 
Contoh 3.  Tentukan∫
1




𝑥2  +  2𝑥 +  10
 𝑑𝑥 = ∫
1
(𝑥2  +  2𝑥 +  1)  +  9
 𝑑𝑥 
                                          = ∫
1
(𝑥2  +  2𝑥 +  1)  +  32
 𝑑𝑥 
                                          = ∫
1
(𝑥 + 1)2  +  32
 𝑑 ( 𝑥 + 1) 




𝑥 +  1
3






Contoh 4.  Tentukan∫
1
𝑥2 +  2𝑥 +  5
 𝑑𝑥   
 ∫
1
𝑥2 +  2𝑥 +  5
 𝑑𝑥 = ∫
1
(𝑥2  +  2𝑥 +  1)  +  4
 𝑑𝑥.  
                                        = ∫
1
(𝑥2  +  2𝑥 +  1) + 22
 𝑑𝑥 
                                        = ∫
1
(𝑥 +  1)2  +   22
 𝑑 (𝑥 + 1) 




𝑥 +  1
3
) + 𝐶 
 
 
Contoh 5.  Tentukan∫
𝑥 +  3
√5 +  4𝑥 − 𝑥2
 𝑑𝑥. 
∫
𝑥 +  3
√5 +  4𝑥 − 𝑥2
 𝑑𝑥 =∫
𝑥 +  3
√9 − (𝑥2  −  4𝑥 +  4)
 𝑑𝑥 
                                           = ∫
𝑥 −  2 +  5
√32  −  (𝑥 −  2)2
 𝑑𝑥 
                                 = ∫
𝑥 −  2
√32  −  (𝑥 −  2)2
 𝑑𝑥 + 5 ∫
1
√32  − (𝑥 −  2)2
 𝑑𝑥 
= ∫
𝑥 −  2
√32 − (𝑥 − 2)2
 𝑑 (𝑥 − 2) + 5∫
1
√32 − (𝑥 − 2)2
 𝑑 (𝑥 − 2) 
 













 𝑑𝑢 =  𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑢
𝑎
) + 𝐶……… (𝑖𝑖) 
Dari (𝑖) 𝑑𝑎𝑛 (𝑖𝑖) 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑟𝑜𝑙𝑒ℎ ∶ 
Sehingga∫
𝑥 +  3
√5 +  4𝑥 − 𝑥2




 Contoh 6.  Tentukan∫
𝑥 −  4
√𝑥2  +  4𝑥 +  5
𝑑𝑥  
∫
𝑥 −  4
√𝑥2  +  4𝑥 +  5
𝑑𝑥 = ∫
𝑥 −  9 +  5
√9 − (𝑥2  +  4𝑥 +  4)
 𝑑𝑥  
                                         = ∫
𝑥 −  9 
√32  −  (𝑥 +  2)2
 𝑑𝑥 
                             = ∫
𝑥 −  9
√32  −  (𝑥 +  2)2
 𝑑𝑥 + 5 ∫
1
√32  − (𝑥 +  2)2
 𝑑𝑥 
= ∫
𝑥 −  9
√32  −  (𝑥 +  2)2
 𝑑 (𝑥 − 9) + 5 ∫
𝑥 −  9
√32  −  (𝑥 +  2)2
 𝑑 (𝑥 − 9) 


















Misalkan  𝑢 = √2𝑡 + 7  
                   𝑢2 = ⋯ 
     2 𝑡 = ⋯ 
      𝑡  = ⋯ 
  Maka     
𝑑𝑢
𝑑𝑡





















)  𝑑𝑢 
                                       = ∫
𝑢2 −⋯
… .
 𝑑𝑢  
                                       = ∫
…
2𝑢




















∫ ln 𝑢 






ln 𝑢 + 𝐶 
 
4.4 Soal Isian  
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2.∫4𝑥 √𝑥 − 1  𝑑𝑥 
Misalkan 𝑢 = √𝑥 − 1 
                 𝑢2 = ⋯   
Maka       
𝑑𝑢
𝑑𝑥




Sehingga∫4𝑥 √𝑥 − 1  𝑑𝑥 = ∫4………( …… )(2𝑢 𝑑𝑢) 
                                                  = ∫4 …… + 𝑢 (2𝑢 𝑑𝑢) 
                                                  = ∫…𝑢… + 2……  𝑑𝑢 
                                                  = ∫…𝑢…  𝑑𝑢 + ∫2 ……  𝑑 












Misalkan  𝑥 =  3 sin 𝑡  
Maka        𝑑𝑥 = 3 cos 𝑡 𝑑𝑡 




 𝑑𝑥 = ∫
………
9……
……cos 𝑡 𝑑𝑡 
                                                = ∫………………𝑑𝑡 
                                                =  ∫(  ……………… 𝑡 − 1 ) 𝑑𝑡  
                                           = − cot  𝑡 − ⋯ +   𝐶 
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4.∫7 𝑡 (2𝑡 + 1)
1
2 𝑑𝑡 
Misalkan 𝑢   =  √2𝑡 + 1 
                𝑢2 = ⋯ 
Maka      
𝑑𝑢
𝑑𝑡





                 …… = 𝑑𝑡 
Sehingga∫7 𝑡 (2𝑡 + 1)
1
2 𝑑𝑡 = ∫7 (
…………….− ……… . .
………… .
) (𝑢)(……𝑑𝑢) 




                                                        = ∫( ……… − 7𝑢2 ) 𝑑𝑢 
                     = ∫…………….  𝑑𝑢 ∫…………….  𝑑𝑢 






𝑢3 + 𝐶 













         
 64 
 
5.∫𝑥2√2𝑥 + 1  𝑑𝑥 
   Misalkan  𝑢 =  √…  𝑥 + . . 
                    𝑢2 = . . . 𝑥 + . .. 
                      𝑥 =  𝑢2 − 1 
Maka 2…𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
Sehingga∫𝑥2√2𝑥 + 1  𝑑𝑥 = (……−  1 )𝑢 2𝑢 𝑑𝑢 
                                                   =  ∫( …… − 𝑢 ) ( 2𝑢 𝑑𝑢 ) 






𝑢3 + 𝐶 
6.∫
𝑥 +  4
√𝑥2 + 4𝑥 + 5
 𝑑𝑥 
 
                   =  ∫
𝑥 + ⋯− 5
√9 − ( ……+ 4𝑥 +⋯)
 𝑑𝑥 
                    =  ∫
𝑥 +⋯− 5 
√……− ( 𝑥 + ⋯ )…
 𝑑𝑥 
                     =  ∫
𝑥 + 9
√32 − (𝑥 + ⋯ )…
 𝑑𝑥 − 5 ∫
1
√32 − ( 𝑥 + ⋯ )…
 𝑑𝑥  
                      =  ∫
𝑥 + 9
√32 − ( 𝑥 + ⋯ )…
 𝑑 ( 𝑥 + 9 ) − 5 ∫
1
√32 − ( 𝑥 +⋯ )…
 𝑑 ( 𝑥 + 9 ) 












Misalkan  𝑢 =  √𝑥 − 9. 
                  𝑢2  = ⋯−⋯ 
                  𝑥   =  ……  +  9 








                                              = ∫
2 ……+ 18 𝑢 𝑑𝑢
𝑢
 








                 = ⋯……… .…………. 
8.∫𝑥 √𝑥 + 3 𝑑𝑥 
Misalkan   𝑢 =  √𝑥 + 3. 
                  𝑢2 = ⋯+⋯ 
Maka …𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
      Sehingga∫𝑥 √𝑥 + 3 𝑑𝑥 = ∫(……−⋯)( 𝑢 )( 2 𝑢 )𝑑𝑢 
                                                    = ∫(𝑢3 −⋯𝑢 ) ( 2𝑢 )𝑑𝑢 
                                                    =  ∫2 ……  𝑑𝑢 − ∫6 …,,,  𝑑𝑢 
                                                   =  
2
5





√2𝑥 + 7 
 
        Misalkan  𝑢 =  √2𝑥 + 7. 
                          𝑢2 = ⋯+⋯ 
        Maka       𝑑𝑥 = 𝑢 𝑑𝑢 
         Sehingga∫
𝑥 𝑑𝑥




)  𝑑𝑢 
𝑢
 






)  𝑑𝑢  




                                                   = ∫
𝑢2
2𝑢










ln 𝑢 + 𝐶   
10.∫
𝑥2 + 2𝑥 
√𝑥 + 1
 𝑑𝑥 
        Misalkan  𝑢 =  √𝑥 + 1. 
                         𝑢2   = ⋯+⋯ 
                            𝑥 =  𝑢2 −⋯ 
           Maka 𝑢 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
         Sehingga∫
𝑥2 + 2𝑥 
√𝑥 + 1
 𝑑𝑥 = ∫
[( 𝑢2 −⋯)… + 2 ( 𝑢2 −⋯)] 𝑢 𝑑𝑢
𝑢
 
                                         = ∫[(……− 2 ……+ 1 ) + ( 2 ……− 2 )]  2 𝑑𝑢 
                                                         = ∫( 2 𝑢4 − 2 )𝑑𝑢 =  
2
5





𝑥2 − 6𝑥 + 18
 𝑑𝑥 
Misalkan   𝑢 =  𝑥2 − 6𝑥 + 18.   
Maka        𝑑𝑢 = (… − … ) 𝑑𝑥    
                   𝑑𝑥 =  
…





𝑥2 − 6𝑥 + 18
 𝑑𝑥 = ∫
….  − … .
𝑥2 − 6𝑥 + 18
 𝑑𝑥 + ∫
… . .
𝑥2 −  6𝑥 + 18
= 













                                           = ∫















) + 𝐶 








2𝑥 +  3
√3𝑥2 +  9𝑥 − 1
 𝑑𝑥 
         Misalkan   𝑢2 = 3𝑥2 + 9𝑥 − 1.                           
           Maka        
𝑑𝑢
𝑑𝑥
 = ⋯+⋯ 




         Sehingga∫
2𝑥 +  3
√3𝑥2 +  9𝑥 − 1















(3𝑥2 + 9 − 1)
1






Hitung integral di bawah ini dengan menggunakan subsitusi yang merasionalkan. 
1.∫(2𝑥4 − 5)6𝑥3  𝑑𝑥 
2.∫
4𝑥 + 8 
𝑥2 + 4𝑥 + 25
 𝑑𝑥 
3.∫√2𝑥  𝑑𝑥 
4.∫√𝑥4 − 3𝑥2  𝑑𝑥 
5.∫√1 + √𝑥  𝑑𝑥 
6.∫𝑥 √4 − 5𝑥
3
 𝑑𝑥 
7.∫𝑥5 √1 + 𝑥2  𝑑𝑥 
8.∫2𝑡 √3 − 4𝑡  𝑑𝑡 
9.∫
10 −  4𝑥

















(𝑥 + √𝑥2  +  1 )
99 
14.∫ sin 𝑥  cos2 𝑥 𝑑𝑥  
       4.5. Soal Tambahan 
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15.∫ cos 5𝑥  sin4 5𝑥 𝑑𝑥  
16.∫𝑥2√𝑥 −  4  𝑑𝑥 











√𝑡2  +  8
 
21.∫𝑥√𝑥 +  4
3
 𝑑𝑥 
22.∫ 𝑡 √𝑡 +  2  𝑑𝑡 
23.∫𝑥 (𝑥 +  2)
2
3⁄  𝑑𝑥 
24.∫ 𝑡 (𝑡 +  2)
3
2⁄  𝑑𝑡 
25.∫









√2 −  𝑡2
 𝑑𝑡 
28.∫




2𝑥 +  1
𝑥2  +  2𝑥 +  4
 𝑑𝑥  
30.∫
𝑑𝑥 






√𝑥2  +  2𝑥 +  4
 𝑑𝑥 
32.∫
2𝑥 +  1








√𝑥 +  9
 𝑑𝑥 
35.∫𝑥 √𝑥 −  6  𝑑𝑥 
36.∫𝑥2√2𝑥3  +  1 𝑑𝑥 
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Pengintegralan Parsial  
∫𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 
Rumus diatas memungkinkan kita memindahkan pengintegralan 𝑢 𝑑𝑣 pada 





5.1. Integral Parsial 
Apabila pengintegralan dengan metode substitusi tidak berhasil, dengan 
menerapkan metode penggunaan ganda, yang lebih dikenal dengan pengintegralan 
parsial dapat memberikan hasil. Metode ini didasarkan pada pengintegralan rumus 
turunan hasil kali dua fungsi. 
Andaikan u = u(x) dan v = v(x). Maka 
Dx[u(x) v(x)] = u(x)v
′(x) + v(x) u′(x) 
Dengan mengintegralkan dua ruas persamaan tersebut, kita memperoleh 
u(x) v′(x) =  ∫u(x) v′(x) dx + ∫v(x) u′(x) dx 
atau  
∫u(x) v′(x)dx = u(x) v(x) − ∫v(x) u′(x)dx 
Karena dv = v′(x) dx dan du = u′(x) dx, persamaan terakhir dapat ditulis sebagai 















Contoh 1.  Tentukan  ∫ x cos x dx 
Penyelesaian 
Kita ingin menulis 𝑥 cos 𝑑𝑥 sebagai u dv. Salah satu cara ialah memisalkan          
u =  x dan  
           dv =  cos x dx  
Jadi   du =  dx dan 
              v = ∫cos x dx 
            v  = sin x 
 (kita dapat mnghilangkan konstanta pengintegralan) Jadi kalau kita ringkaskan 
substitusi ganda tersebut, kita peroleh 
  u = x   dv = cos x dx 
du = dx    v = sin x 
 Rumus pengintegralan parsial menjadi 
∫ x⏟
u











   = sin x + cos x + C   
Pengandaian u dan dv di atas tampak berhasil. Substitusi lain, misalnya sebagai berikut 
  u = cos x  dv =  x dx 
du = dx     v = −cos x 














 (− sin x dx)⏟     
du
 
Pengandaian tersebut memang betul akan tetapi dengan ini, integral pada ruas kanan 
menjadi lebih rumit. Oleh karena itu, penting sekali memilih u dan dv setepat mungkin.  
 73 
 
Contoh 2.  Tentukan∫ ln x dx 
Penyelesaian  
Kita gunakan substitusi ganda berikut 
     u = ln x  dv = dx 
   du = (
1
x
) dx    v = x 
   




                                    = x ln x − x + C 
 
Contoh 3.  Tentukan ∫ arc sin x dx 
 Penyelesaian 
 Kita ambil substitusi ganda sebagai berikut 
     u = arc sin x  dv = dx 
   du = 
1
 √1−x2
 dx    v = x 
 










                                              = x arc sin x + 
1
2
˙ 2(1 − x2)
1
2 + C 
                                              = x arc sin x + √1 − x2 + C 
 
Pengintegralan Parsial Berulang  kerap kali perlu gunakan pengintegralan 





Contoh 4.  Tentukan ∫ x2 sin x dx 
Penyelesaian 
 
Misalkan   u =  x2  dan  dv = sin x dx 
Maka      du =  x dx                v = - cos x 
 
     ∫ x2 sin x dx =  −x2 cos x + 2∫x cos x dx 
Dengan demikian tampak bahwa pangkat pada x dalam integral kedua berkurang. Ini 
berarti bahwa kita dapat menggunakan pengintegralan parsial lagi. Integral kedua ini 
telah kita hitung dalam Contoh 1. Dengan hasil yang kita peroleh di situ dapat 
menyelesaikan integral.  
𝑆ehingga ∫ x2 sin x dx =  −x2 cos x + 2(x sin x + cos x) + C 
  = −x2 cos x + 2(x sin x + cos x) + C  
Contoh 5.  Tentukan∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 
Penyelesaian   
Misalkan  
    u = ex dan  
              dv = sin x dx  
Maka   du = exdx dan  
               v = − cos x 
Jadi, ∫ ex sin x dx = −ex cos x − ∫ex cos x dx 
Tampaknya tidak ada perubahan, akan tetapi dengan sekali lagi pengintegralan parsial 
pada integral kedua, yaitu andaikan u = ex, dan dv = cos x dx, maka du = exdx dan 
v = sin x.  
Sehingga    ∫ ex cos x dx = ex sin x + ∫ex sin x dx 
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Apabila hasil ini disubstitusikan ke dalam hasil pertama, kita peroleh 
∫ex sin x dx = −ex cos x + ex sin x − ∫ex sin x dx 
Dengan mengubah urutan suku akhir ke sebelah kiri dan mengumpulkan              suku-
sukunya, kita peroleh 
 
2∫ex sin x dx = ex(sin x − cos x) + C 
Sehingga∫ ex sin x dx = 
1
2
ex(sin x − cos x) + C 
 
Cara di atas berhasil oleh karena integral yang hendak kita cari, muncul lagi di ruas 
kanan.  
Di bawah ini, ada contoh lain yang juga menggunakan metode yang sama. 
 
Contoh 6.  Tentukan ∫ sec3θ dθ 
Penyelesaian 
Misalkan  u = sec θ  
              Maka     du = sec θ tan θ dθ 
     dan    dv = sec2θ dθ  
                   v = tan θ 
Sehingga∫ sec3θ dθ = sec θ tan θ − ∫sec θ tan2θ dθ 
                                        = sec θ tan θ − ∫ sec θ(sec2 θ − 1) dθ 
                                        = sec θ tan θ − ∫ sec3θ dθ + ∫ sec θ dθ 
              2∫ sec3θ dθ = sec θ tan θ + ∫sec θ dθ 
                                       = sec θ tan θ + ln│ sec θ + tan θ│ + C 
                 ∫ sec3θ dθ =
1
2
sec θ tan θ +
1
2
ln│ sec θ = tan θ│ + C 
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Bila anda ingin memecahkan Contoh 6 dengan metode lain, Rumus Reduksi Suatu 
rumus yang berbentuk 
∫fn(x)dx = g(x) + ∫ fk(x) dx 
Dengan k < n dinamakan rumus reduksi oleh karena pangkat dari  f  berkurang Rumus 
demikian diperoleh kerap kali dengan menggunakan pengintegralan parsial 
Jabarkanlah suatu rumus reduksi untuk  ∫ sinnx  dx 
 
Misalkan    u = sinn−1x dan 
                   dv = sin x dx.  
Kemudian du = (n − 1) sinn−2 x cos x dx dan 
       v = −cos x  
Maka 
Sehingga∫ sinn x dx = −sinn−1 x cos x + (n − 1)∫ sinn−2 x cos2 x dx 
 
Oleh karena cos2x = 1 − sin2x, maka apabila cos2x dalam integral di ruas kanan 
diganti dengan 1 − sin2x, kita akhirnya dapat memperoleh 
∫sinn x dx = −sinn−1 x cos x + (n − 1)∫ sinn−2 x cos2 x dx 
                      = −sinn−1 x cos x + (n − 1)∫ sinn−2(1 − sin2x) dx 
          = −sinn−1 x cos x + (n − 1)∫ sinn−2 x dx − (n − 1)∫ sinn x dx  
Dengan mengumpulkan integral pertama dengan integral yang terakhir, kita peroleh 
suatu rumus reduksi untuk ∫ sinn−1 x  dx yang berlaku untuk n ≥ 2. 
 
∫sinn x dx =





∫ sinn−2 x dx 
                      =
1
n
[−sinn−1 x  cos x + (n − 1)∫ sinn−2 x dx] 
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Contoh 7.  Tentukan∫2x(3x − 5)6dx 
Penyelesaian 
+/- Turunkan Integralkan 










(3𝑥 − 5)8 + C1x + C2 
 
∫2x (3x − 5)6dx = 2x .
1
21
(3x − 5)7 + 2xC1 − 2 .
1
504
(3x − 5)8 − 2C1x − C2 
                                  =
2x
21
(3x − 5)7 −
2
504
(3x − 5)8 − C2 
                                   =
2x
21
(3x − 5)7 −
1
252
(3x − 5)8 − C2 
 
Contoh 8.  Tentukan∫6x (3x −  1)
−1
3  dx 
Penyelesaian 
∫6x (3x − 1)−
1










3 + 6C1𝑥 − C2 














+/- Turunkan Integralkan 














3 + C1𝑥 + C2 
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Contoh 9.  Tentukan∫𝑥 √𝑥 + 1 𝑑𝑥 
Penyelesaian 


















2+C1𝑥 + C2 
 










2−C1𝑥 + C2  










2 + C 
 
Contoh 10.  Tentukan∫4x√3x − 2dx 
Penyelesaian 
+/- Turunkan Integralkan 














2+C1𝑥 + C2 
 










2−4xC1𝑥 − 4C2 














Contoh 11.  Tentukan∫ x2 cos x dx 
Penyelesaian 
+/- Turunkan Integralkan 
+ 
x2 
cos  x 
- 2x −sin x + C1 
+ 
2 
−cos x + C1𝑥 + C2 




2 + C2𝑥 + C1𝑥 + C3 
 
Sehingga∫ x2 cos x dx  = x2 sin x –  2x. (−cos x) +  2(−sinx) 
        =  x2 sin x – (−2x cos x) + 2sinx + C3 
= x2 sin x + x cos x –  2sinx + C3 
Contoh 12.  Tentukan∫3x cos 2x dx 
Penyelesaian 
+/- Turunkan Integralkan 








cos 2x + C1𝑥 + C2 
 
∫3x cos 2x dx = 3x .
1
2
sin 2x + 3xC1 −
3
4
 . (− cos 2x) − 3𝑥C1 − 3C2 
                            =
3
2
x sin 2x +
3
4
cos 2x − 3C2 
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Contoh 13.  Tentukan∫(x + 3) cos(2x − π)  dx =.  .  .  
Penyelesaian 
 
         = 16 {(x + 3) [
1
2
sin(2x − π)] + (x + 3)C1 − 1 [−
1
4
cos(2x − π)] − C1𝑥} + C2 
        = 8(x + 3) sin(2x − π) + 4 cos(2x − π) + C2 
 










  = (3x +  2)
1
3
 sin (3x +  2) + (3x +  2)C1  +  (3)
1
9
 cos (3x +  2) − 3C1𝑥 − 3C2 
  =  (x + 
2
3
) sin (3x +  2)  + 
1
3
 cos (3x +  2)  + C 
 
 
+/- Turunan Integral 








cos(2x − π) + C1𝑥 + C2 
+/- Turunan Integral 













Tentukan Integral Parsial di bawah ini. 




Misalkan  u = 6x. 
Maka      du = 6dx 
 
         Dan        dv = (3x − 1)−
1
3 
















 Sehingga∫  6x (3x − 1)−
1










3 . 6dx 
                   = ⋯………… 
                                = ⋯………… 
                                                    = ⋯………… 
                              = ⋯………… 














5.2. Soal Isian  
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2.∫ x√x + 1dx 
Penyelesaian 
Misalkan   u = x. 
Maka       du = dx 
dan           dv = (x + 1)
1
2 







Sehingga∫ x√x + 1 dx = ⋯………… 
                   = ⋯………… 
                                       = ⋯………… 










2 + C 
 
3.∫2x(3x − 5)6dx 
Penyelesaian 
Sehingga∫2x(3x − 5)6dx = ⋯………… 
                         = ⋯………… 
                                             = ⋯………… 
                                                   = ⋯………… 
                                =
2
21
x(3x − 5) − 
1
252
(3x − 5)8 +  C 
                                                   = ⋯………… 
                                                   = ⋯………… 
                                                   = ⋯………… 
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4.∫ x2 exdx = 








5.∫ x3 exdx = 
 






6.∫ xe2xdx = 
 






+/- U Dx 
+ ....... e
x 
- ......  
+ 2 e
x +⋯…+⋯ 
- 0  
+/- U Dx 
+ ........ ex 
-  ex+......+... 
+ 6 ..........+.......+... 
- 0 ex +⋯+.. 
+/- U Dx 
+ ........ e2 x 
- 1 ....+...+.... 
+ 0 .....+....+... 
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+/- U Dx 
+ ...... e 3x 
- ...... .....+...+... 
+ ...... ......+....+...+.. 
- 0 1
27
e 3x +⋯ .+⋯ .. 
+/- U Dx 
+ ........  
- ....... 1
5
e5 x +⋯+⋯. 
+ ........ ......+....+...+.... 








Tentukanlah integral  Parsial di bawah ini. 
1.∫(x + 3) cos (2x − π) dx 
2.∫6x(3x − 3)−
1
3  dx 
3,∫(6x + 7) sin  (5x + 2) dx 
4.∫ x3 cos x dx 
5.∫(8x − 1) cos  (2x) dx 
6.∫ x3(x + 7)5 dx 
7.∫(x2 + 1) cos  x  dx 
8.∫(x − 1)(x + 3)4 dx 
9.∫10x (8x2 − 1) 4 dx 
10.∫(4x − 3)( 6x2 − 6x + 10)10 dx 




13.∫(x − 4) cos (4x − π) dx 
14.∫(4x − 4)(6x2 − 1)3 dx 






16.∫(9x − 4)(x2 + 2x + 1)6 dx 
17.∫ x2 sin  (6x + 2) dx 
 18.∫(x5 − 6) sin  x dx 
19.∫2x √x2 − 4 dx 
 20.∫ x4 √x + 7 dx 
21.∫3x ( x − 7 )5 dx 
22.∫−2x cos  (x + 3 ) dx 
 23.∫ x cos x dx 
 24.∫3x ( x2 + 5 )5dx 
25.∫2x  sin  (x2 + 3) dx 
  26.∫ x2  sin  x dx 
 27.∫−x√x + 7 dx 
 28.∫3x sin 6x dx 
 29.∫(4x +  2) cos (2x + 5) dx 






Fungsi rasional adalah fungsi yang memiliki bentuk v(x) =
p(x)
d(x)
. Dengan p dan d 
merupakan polinomial dan d(x) ≠ 0. Domain dari v(x) adalah semua bilangan real, 
kecuali pembuat nol. Fakta menunjukkan bahwa tiap fungsi rasional sejati dapat ditulis 
sebagai jumlah fungsi-fungsi rasional sejati yang sederhana. Fungsi f dan g di bawah 
ini dinamakan fungsi rasional sejati oleh karena derajat pembilang kurang dari derajat 
penyebut.  
 
Contoh fungsi rasional sejati 
 𝑓(𝑥) =
2
(𝑥 +  1)3
           𝑔(𝑥) =
2𝑥 +  2
𝑥2  −  4𝑥 +  8
    
 
Fungsi rasional tidak sejati selalu dapat ditulis sebagai jumlah fungsi suku banyak dan 
fungsi rasional sejati. 
 
ℎ(𝑥) =
𝑥5 + 2𝑥3 − 𝑥 + 1
𝑥3 + 5𝑥





Hasil di atas kita peroleh dengan melakukan pembagian pembilang oleh penyebut. 
Karna fungsi suku banyak mudah diintegralkan, maka persoalan mengintegralkan 
fungsi rasional terletak pada persoalan mengintegralkan fungsi rasional sejati. Tetapi 
apakah fungsi rasional sejati selalu dapat diintegralkan? Dalam teori, jawabannya 
selalu dapat, walaupun pencariannya tidak selalu mudah. Perhatikan kasus f dan g di 





BAB 6  
PENGINTEGRALAN FUNGSI RASIONAL 
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Gunakan substitusi  𝑢 = 𝑥 + 1. Maka du = dx 
Sehingga    ∫
2
(𝑥 + 1)3




                                                   = ∫2𝑢−3 
                                                   = 2∫𝑢−3 𝑑𝑢 









Contoh 2.  Tentukan∫
2𝑥 + 2
𝑥2 − 4𝑥 + 8
𝑑𝑥 
Penyelesaian 
 Pikirkan dahulu substitusi  𝑢 = 𝑥2 − 4𝑥 + 8.  
                                 Maka 𝑑𝑢 = (2𝑥 − 4)𝑑𝑥  
 Sehingga ∫
2𝑥 + 2
𝑥2 − 4𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫
2𝑥 − 4
𝑥2 − 4𝑥 + 8
𝑑𝑥 + ∫
6 𝑑𝑥
𝑥2 − 4𝑥 + 8
   
                        = ln|𝑥2 − 4𝑥 + 8| +  6∫
1 𝑑𝑥
𝑥2 − 4𝑥 + 8
 
Dalam integral kedua, lengkapkanlah menjadi kuadra murni, sebagai berikut. 
   ∫
1
𝑥2 − 4𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫
1
(𝑥 − 2)2 + 4
𝑑𝑥 
                                       = ∫
1
(𝑥 − 2)2 + 4
𝑑(𝑥 − 2) 






) + 𝐶 
Sehingga∫
2𝑥 + 2
𝑥2 − 4𝑥 + 8
𝑑𝑥= ln|𝑥2 − 4𝑥 + 8| + 3 tan−1 (
𝑥 − 2
2
) + 𝐾 
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6.1. PENJABARAN MENJADI PECAHAN PARSIAL (FAKTOR LINEAR) 













Untuk keperluan kita, yang hendak kita pelajari ialah pengerjaan yang sebaliknya. Kita 
perhatikan penyebut dan mempelajari berbagai kasus. 
Contoh 3. Jabarkanlah (3𝑥 − 1)  (𝑥2 − 𝑥 − 6)⁄  menjadi pecahan parsial dan 
kemudian tentukan integralnya yang tak tentunya. 
Penyelesaian: 











, Tugas kita sekarang ialah menentukan A dan B 
sehingga (1) menjadi suatu kesamaan. Untuk ini kita hilangkan pecahan, 
sehingga kita memperoleh 
(2) 3𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵(𝑥 + 2), dengan kesetaraan (ekivalensi). 
(3) 3𝑥 − 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥 + (−3𝐴 + 2𝐵) 
Oleh karena (3) suatu kesamaan, jika dan hanya jika apabila koefisien pangkat yang 
sama di ruas kiri dan ruas kanan sama.  
𝐴 + 𝐵 = 3 
−3𝐴 + 2𝐵 =  −1 
Dari dua persamaan tersebut, kita peroleh 𝐴 =  
7
5




Jadi   
3𝑥 − 1
𝑥2 − 𝑥 − 6
=  
3𝑥 − 1



























                                                   =
7
5
 ln | 𝑥 + 2 | +
8
5
 ln | 𝑥 − 3 | + 𝐶 
 90 
 
Jika anda mengalami kesulitan untuk menentukan A dan B. Oleh karena (2) harus 
merupakan suatu kesamaan yang berarti bahwa (2) harus berlaku untuk semua x, maka 
kita dapat mengambil 𝑥 = 3 dan 𝑥 = −2, sehingga 
8 = 𝐴. 0 + 𝐵. 5 
   −7 = 𝐴. (−5) + 𝐵. 0 
Dari dua persamaan ini kita peroleh langsung 𝐵 =
8
5
 dan  𝐴 =
7
5
. Perhitungan A dan B 
di atas tampak mungkin aneh, tetapi secara matematika, betul. Persamaan (1) ternyata 
suatu kesamaan (yang berlaku untuk semua x kecuali untuk 𝑥 = −2 dan 𝑥 = 3 jika dan 
hanya jika persamaan yang ekuivalen dengannya, yaitu (2). Coba anda terangkan 
mengapa demikian. Jadi ini tergantung pula pada fakta bahwa kedua ruas persamaan 
(2), yang berbentuk suku banyak linear, adalah identik apabila mereka bernilai sama 
pada dua  titik sebarang. 
Contoh 4.  Tentukan∫
5𝑥 +  3
𝑥3  −  2𝑥2 −  3𝑥
 𝑑𝑥 
Penyelesaian 
Uraian penyebut adalah 𝑥 (𝑥 + 1) (𝑥 − 3).  
Maka 
5𝑥 + 3











Kita berusaha menemukan A,B,C.  
5𝑥 + 3 = 𝐴 (𝑥 + 1) (𝑥 − 3) + 𝐵 (𝑥) (𝑥 − 3) + 𝐶 (𝑥) (𝑥 + 1) 
Jika kita substitusikan nilai 𝑥 = 0, 𝑥 = −1 dan 𝑥 = 3, kita peroleh 
      3 = 𝐴(−3) 
−2 = 𝐵(4) 
     18 = 𝐶(12) 






,  sehingga 
∫
5𝑥 + 3
𝑥3 − 2𝑥2 − 3𝑥
 𝑑𝑥 =  −∫
1
𝑥













   = − ln | 𝑥 | −
1
2
 ln | 𝑥 + 1 | +
3
2
 ln | 𝑥 − 3 | + 𝐶 
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Contoh 5:  Tentukan ∫
𝑥
(𝑥 − 3)2 
 𝑑𝑥 
Penyelesaian  










Kita akan mencari A dan B. Setelah penyebut-penyebut dihilangkan kita peroleh 
𝑥 = 𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵 
Jika kita substitusikan dengan nilai yang sesuai 𝑥 = 3 dan nilai x lain sebarang, 




 𝑑𝑥 =  ∫
1
𝑥 − 3









 Contoh 6:   Tentukan  ∫
3𝑥2 − 8𝑥 + 13
(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2 
 𝑑𝑥 
Penyelesaian 
Kita jabarkan pemecahan integran dengan cara berikut. 
3𝑥2 − 8𝑥 + 13











Setelah pecahan-pecahan dihilangkan kita peroleh 
3𝑥2 − 8𝑥 + 13 = 𝐴 (𝑥 − 1)2 + 𝐵 (𝑥 + 3)(𝑥 − 1) + 𝐶 (𝑥 + 3) 
Dengan substitusi 𝑥 = 1, 𝑥 = −3 dan 𝑥 = 0 kita memperoleh 𝐶 = 2, 𝐴 = 4 dan 𝐵 =
−1, sehingga 
∫
3𝑥2  −  8𝑥 + 13
(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2


















6. 2. PENJABARAN MENJADI PECAHAN PARSIAL (FAKTOR KUADRAT) 
Apabila dalam uraian penyebut suatu pecahan kemungkinan ada faktor kuadrat, 
misalnya 𝑥2 + 1, yang tak dapat lagi diuraikan menjadi faktor-faktor linear tanpa harus 
menggunakan bilangan kompleks. 
Contoh 7.  Tentukan∫
6𝑥2 − 3𝑥 + 1
(4𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 
Penyelesaian 
Kita tulis pecahan tersebut sebagai 
6𝑥2 − 3𝑥 + 1









Untuk menentukan konstanta A, B, dan C kita kalikan ruas kiri dan ruas kanan dengan          
(4𝑥 + 1)(𝑥2 + 1). Sehingga kita memperoleh 
6𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(4𝑥 + 1) 
Apabila kita ambil 𝑥 = −
1
4








+ 1 = 𝐴 (
17
16
)            𝐴 = 2 
          1 = 2 + 𝐶               𝐶 = −1 
          4 = 4 + (𝐵 − 1)5   𝐵 = 1 
 
Sehingga∫
6𝑥2 − 3𝑥 + 1
























                                                             =
1
2
 ln | 4𝑥 + 1 | +
1
2






Contoh 8.  Tentukan∫
6𝑥2 − 15𝑥 + 22
(𝑥 + 3)(𝑥2 + 2)2
 𝑑𝑥  
 Penyelesaian 
Penjabaran disini adalah 
6𝑥2 − 15𝑥 + 22











Setelah itu kita lakukan perhitungan seperlunya, kita akan memperoleh 
𝐴 = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = 3, 𝐷 = −5, dan  𝐸 = 0, sehingga 
 
∫
6𝑥2 − 15𝑥 + 22
(𝑥 + 3)(𝑥2 + 2)2





























                                       = ln|𝑥 + 3| −
1
2











Contoh 9.  𝑄(𝑥) mengandung faktor kuadratik yang tidak dapat diuraikan, tak ada yang 
berulang. 
 Jika 𝑄(𝑥) mempunyai faktor 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, dengan 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0, maka bentuk 
untuk 𝑅(𝑥)/𝑄(𝑥) akan memiliki sebuah suku yang berbentuk  
𝐴𝑥 + 𝐵
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
 
dimana A dan B adalah konstanta yang akan ditentukan. Sebagai contoh, fungsi yang 
dinyatakan oleh 𝑓(𝑥) = 3𝑥/[(𝑥 − 3)(𝑥2 + 4)(𝑥2 + 9)] memiliki dekomposisi 
pecahan parsial yang berbentuk. 
3𝑥






















) + 𝐶 
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Contoh 10.  Tentukan∫




Oleh karena 𝑥3 + 4𝑥 = 𝑥 (𝑥2 + 4) tidak dapat difaktorkan lebih lanjut, maka kita 
tuliskan  
2𝑥2 + 𝑥 − 8
𝑥3 + 4𝑥
=









Kalikan dengan 𝑥 (𝑥2 + 4) untuk mendapatkan  
2𝑥2 + 𝑥 − 8 = 𝐴(𝑥2 + 4) + (𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥 
2𝑥2 + 𝑥 − 8 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 4𝐴 
2𝑥2 + 𝑥 − 8 = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + 𝐶𝑥 + 4𝐴 
Samakan koefisien sehingga diperoleh, 
𝐶𝑥 =  𝑥 →  𝐶 =  1 dan 4𝐴 =  −8 →  𝐴 =  −2  
serta (𝐴 + 𝐵)𝑥2 = 2𝑥2 → 𝐴 + 𝐵 = 2 → −2 + 𝐵 = 2 → 𝐵 = 4 
∫
2𝑥2 + 𝑥 − 8
𝑥3 + 4𝑥







Untuk mengintegralkan suku kedua, pecahkan menjadi dua bagian,  
Sehingga∫












Subtitusikan 𝑢1 = 𝑥 ke dalam integral yang pertama sehingga 𝑑𝑢1 = 𝑑𝑥 dan 𝑢2 =
𝑥2 + 4 ke dalam integral yang kedua sehingga 𝑑𝑢2 = 2𝑥𝑑𝑥. Lalu hitung integral ketiga 










) + 𝐶 , dengan a = 2 
 
Sehingga∫












                  ∫
2𝑥2 + 𝑥 − 8
𝑥3 + 4𝑥






) + 𝐶 
    ∫
2𝑥2 + 𝑥 − 8
𝑥3 + 4𝑥






) + 𝐶 
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Contoh 11 (Q (x) mengandung satu faktor kuadratik yang tak dapat diuraikan dan 
berulang). 
Jika Q(x) mempunyai faktor (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟 dengan 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 maka bukan 
pecahan parsial tunggal  
𝐴𝑥 + 𝐵
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
 
yang terjadi, melainkan jumlah 
𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
+
𝐴2𝑥 + 𝐵2
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
+⋯+
𝐴2𝑥 + 𝐵2
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
 
yang muncul dalam dekomposisi pecahan parsial dari R(x)/Q(x). Masing-masing suku 
dalam persamaan 
𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
+
𝐴2𝑥 + 𝐵2
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
+⋯+
𝐴2𝑥 + 𝐵2
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶
 
dapat diintegralkan dengan pertama-tama melengkapkan kuadrat. 
 
Conoh 12.  Tentukan∫
𝑥2 − 2𝑥 − 1
(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 
Penyelesaian: 
Bentuk dekomposisi pecahan parsialnya adalah  
𝑥2 − 2𝑥 − 1











Kalikan dengan (𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1) sehingga diperoleh:  
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) + 𝐵(𝑥2 + 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥 − 1)2 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) + 𝐵(𝑥2 + 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥2 − 2𝑥 + 1) 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥2 + 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥2 − 2𝑥 + 1) 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 𝐴𝑥3 − 𝐴𝑥2 + 𝐴𝑥 − 𝐴 + 𝐵𝑥2 + 𝐵 + 𝐶𝑥3 − 2𝐶𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑥2 − 2𝐷𝑥 + 𝐷 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = (𝐴 + 𝐶)𝑥3 + (𝐵 + 𝐷 − 𝐴 − 2𝐶)𝑥2 + (𝐴 + 𝐶 − 2𝐷)𝑥 − 𝐴 + 𝐵 + 𝐷 
Samakan koefisiennya 
(𝐴 + 𝐶)𝑥3 = 0𝑥3 → 𝐴 + 𝐶 = 0………………………… . (1) 
(𝐵 + 𝐷 − 𝐴 − 2𝐶)𝑥2 = 𝑥2 → 𝐵 + 𝐷 − 𝐴 − 2𝐶 = 1… . . (2) 
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(𝐴 + 𝐶 − 2𝐷)𝑥 = −2𝑥 → 𝐴 + 𝐶 − 2𝐷 = −2………… . . (3) 
−𝐴 + 𝐵 + 𝐷 = −1………………………………………… . (4) 
 
Lakukan eliminasi pada persamaan (1) dan (3)  
𝐴 + 𝐶 =  0 
𝐴 + 𝐶 − 2𝐷 = −2 
             −2𝐷 =  −2 
      𝐷 = 1 
Lakukan eliminasi pada persamaan (2) dan (4)  
𝐵 + 𝐷 − 𝐴 − 2𝐶 = 1 
−𝐴 + 𝐵 + 𝐷 = −1 
              −2𝐶 = 2 
𝐶 =  −1 
 
Subtitusikan 𝐶 = −1 ke persamaan (1)  
𝐴 + 𝐶 = 0 → 𝐴 + (−1) = 0 → 𝐴 = 1 
Subtitusikan𝐴 = 1, 𝐶 = −1 dan 𝐷 = 1 ke persamaan (2)  
𝐵 + 𝐷 − 𝐴 − 2𝐶 = 1 
𝐵 + 1 − 1 − 2(−1) = 1 
       𝐵 = −2 + 1 
𝐵 = −1 
 Sehingga∫
𝑥2 − 2𝑥 − 1
(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)




















𝑥2 − 2𝑥 − 1




















Subtitusikan 𝑢1 = 𝑥 − 1 ke dalam integral yang pertama dan kedua sehingga 𝑑𝑢1 =
𝑑𝑥 dan 𝑢2 = 𝑥














) + 𝐶 
Dengan a = 1  
∫
𝑥2 − 2𝑥 − 1















          ∫
𝑥2 − 2𝑥 − 1
(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)





−1 𝑥 + 𝐶 
∫
𝑥2 − 2𝑥 − 1
(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)



























Untuk menjabarkan sebuah fungsi rasional 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)⁄  menjadi jumlah 
pecahan parsial, kita perlu melakukan langkah-langkah sebagai berikut 
 
Langkah 1 
Apabila f(x) tidak sejati, yaitu apabila derajat p(x) paling sedikit sama dengan derajat 
q(x), bagilah terlebih dahulu p(x) dengan q(x). Kita akan memperoleh 





Uraikanlah D(x) menjadi hasil kali faktor-faktor linear dan kuadrat yang tak dapat lagi 
diuraikan menjadi faktor-faktor linear dengan koefisien riil. Menurut suatu teorema 
dalam aljabar hal ini selalu mungkin. 
 
Langkah 3 












Untuk tiap faktor yang berbentuk (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑚, penjabaran mungkin menjadi 
𝐵1𝑥 + 𝐶1
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
+
𝐵2 + 𝐶2
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+⋯+
𝐵𝑚𝑥 + 𝐶𝑚







 dengan jumlah semua suku yang diperoleh dalam Langkah ke-3 dan ke-






Kalikan ruas kiri dan kanan persamaan yang diperoleh dalam Langkah 5 dengan 𝐷(𝑥). 
Kemudian tentukan konstanta yang harus dicari. Ini dapat diperoleh dengan dua jalan: 
(1) Samakan koefisien dari suku yang derajatnya sama, 








Tentukan integral fungsirasional dibawah ini. 
 1. ∫
23𝑥 −  12
(4𝑥 +  3)(𝑥2  −  5𝑥 +  6)
𝑑𝑥 =
𝐴
4𝑥 +  3
+
𝐵
𝑥 −  3
+
𝐶
𝑥 −  2
𝑑 
                                                                   = ⋯………… 
                                         = ⋯………… 
                                                                    = ⋯………… 
                                          = ⋯………… 
                                                                    = ⋯………… 




𝑥2  +  1
 𝑑𝑥      = ⋯………… 
           = ⋯………… 







                                     = ⋯………… 
            = ⋯………… 
 
3.∫
(𝑥 +  1)
𝑥2  −  4𝑥 − 12
 𝑑𝑥 = ∫
(𝑥 +  1)
(𝑥 −  6)(𝑥 +  2)
𝑑𝑥 
                                             = ⋯………… 
                   = ⋯………… 
                                             = ⋯………… 
                   = ⋯………… 
 
 
                                              




(𝑥 +  4)
𝑥3  −  4𝑥2  +  4𝑥
𝑑𝑥 = ∫
(𝑥 +  4)𝑑𝑥
𝑥(𝑥 −  2)2
 
                                               = ⋯………… 
                     = ⋯………… 
                                               = ⋯………… 
                     = ⋯………… 
5.∫
2𝑥 +  1
4𝑥2  +  12𝑥 −  7
 𝑑𝑥    = ⋯………… 







                                                    = ⋯…………   
                                                    = ⋯………… 
                          = ⋯………… 
                              
      6.∫
𝑥 +  1
(𝑥 −  3)2
 𝑑𝑥  = ⋯…………  







                                         = ⋯…………   
                                         = ⋯………… 




(𝑥 +  5)2(𝑥 −  1)
𝑑𝑥 =  ∫
𝐴
𝑥 +  5
𝑑𝑥 + ∫
𝐵
(𝑥 +  5)2
𝑑𝑥 + ∫
𝐶
(𝑥 −  1)
𝑑𝑥 
                                                  = ⋯…………   
                                                  = ⋯………… 
                        = ⋯………… 
 
 




𝑥3  −  4𝑥
(𝑥2  +  1)2
𝑑𝑥 = ⋯………… 







                                    = ⋯…………   
                                    = ⋯………… 
          = ⋯………… 
 
9.∫
2𝑡3  −  𝑡2  +  3𝑡 −  1
(𝑡2  +  1)(𝑡2  +  2)
𝑑𝑡 = ⋯…………   







                                                        = ⋯…………   
                                                        = ⋯………… 
                              = ⋯………… 
 10.∫
2𝑥2  +  𝑥 −  8
𝑥3  +  4𝑥
𝑑𝑥 = ⋯………… 
                                              = ⋯…………   
                                              = ⋯………… 
                    = ⋯………… 


















Tentukan integral fungsi rasional di bawah ini. 
1.∫
2




𝑥2  −  1
𝑑𝑥 
3.∫
5𝑥 +  3
𝑥2  −  9
𝑑𝑥 
4.∫
𝑥 −  6
𝑥2  −  2𝑥
𝑑𝑥 
5.∫
𝑥 −  11
𝑥2  +  3𝑥 −  4
𝑑𝑥 
6.∫
3𝑥 −  13
𝑥2  +  3𝑥 −  10
𝑑𝑥 
7.∫
2𝑥 +  21
2𝑥2  +  9𝑥 −  5
𝑑𝑥 
8.∫
17𝑥 −  3
3𝑥2  +  𝑥 −  2
𝑑𝑥 
9.∫
2𝑥2 +  𝑥 −  4




2 −  23




𝑥2  +  𝑥 −  2
𝑑𝑥 
12.∫
𝑥4  +  8𝑥2  +  8
𝑥3  −  4𝑥
𝑑𝑥 
13.∫
𝑥 +  1
(𝑥 −  3)2
𝑑𝑥 
14.∫
5𝑥 +  7
𝑥2  +  4𝑥 +  4
𝑑𝑥 
15.∫
3𝑥2  −  21𝑥 +  32
𝑥3  −  8𝑥2  +  16𝑥
𝑑𝑥 




𝑥2  +  19𝑥 +  10
2𝑥4  +  5𝑥3
𝑑𝑥 
17.∫
2𝑥2  +  𝑥 −  8
𝑥3  −  4𝑥
𝑑𝑥 
18.∫
2𝑥2  −  3𝑥 −  36
(2𝑥 −  1)(𝑥2  +  9)
𝑑𝑥 
19.∫
𝑥3  −  8𝑥2  −  1
(𝑥 +  3)(𝑥 −  2)(𝑥2  +  1)
𝑑𝑥 
20.∫
20𝑥 −  11
(3𝑥 +  2)(𝑥2 −  4𝑥 +  5)
𝑑𝑥 
21.∫
𝑥3  −  4𝑥
(𝑥2  +  1)2
𝑑𝑥 
22.∫
5𝑥 +  3
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